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Eloszo f:.'f,i'fb’

Ez az eloadas John P. Boyd (University of Michigan)

Chebyshev and Fourier Spectral Methods

cimd konyve alapjan késziilt.



http://www-personal.umich.edu/~jpboyd/BOOK_Spectral2000.html

El&sz6 Wimrar

Semmilyen formulat ne higgylnk el, akarhol lehet eliras.

Maximum az implementalt kodnak lehet hinni, amire keszultek
ellenorzesek.

>>>Link lesz majd itt a Github repora<<<
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Szeretnenk fuggvényeket kezelni a szamitogepen.

A diszkret fuggvenyek konnylek, azok csak egy kupac szam,
de a folytonos fuggvényeket valahogy reprezentalni kell...

Es utana?



Attekintés Wimrar

Es ha reprezentaltuk? A kivansag lista hosszU:

Szeretnénk:

* Integralni

e Derivalni

* Interpolalni

o |lleszteni

* Differencial egyenletet megoldani
« Stb.




Attekintés Wimrar

A lehetosegek:

Hasznalunk valamilyen szimbolikus rendszert:
« Elonyok: az atalakitasok mentesek a numerikus hibaktol

« Hatranyok: a kiértéekelési koltsegek teljesen kiszamithatatlanok lehetnek
(foképp nagyok), a formulak nagyon gyorsan kezelhetetlenul bonyolultta
valhatnak, vagy esetleg nem is létezhetnek

Hasznalhatunk valamilyen numerikus reprezentaciot:

 Elony: lényegesen gyorsabb kiértekelés, majdnem mindig elvégezhetoek, a
komplexitasuk nem figg a fliggvénytol
« Hatrany: figyelni kell a numerikus hibakra



Attekintés Wimrar

Numerikus reprezentaciok:
Valahogy diszkretizalni kell a fuggvenyeket, illetve a muiveleteket.

Sok helyen csak a legaltalanosabb modszereket mondjak el, pedig az
altalanos igazsag:

Minel tobbet tudunk a fliggvényiinkrél, annadl jobb specidlis modszereket
talalhatunk, amik szamos szempontbol hatékonyabbak, mint az dltalanos

modszerek.



Attekintés Wimnar

Numerikus reprezentaciok:

Most kifejezetten azokra a valos fuggvenyekre akarunk fokuszalni,
amelyek idealis esetben:

Az ertelmezési tartomanyukon folytonosak s minden derivaltjuk letezik
és folytonos, azaz nincsen benniik, vagy a hatarokon pélus, szakadas, stb.

Ha ez nem teljeslil tokéletesen, akkor legalabb az elsé néhany derivalt
legyen folytonos...



Attekintés Wimnar

Numerikus reprezentaciok:
De mielott fuiggvenyekrol lehetne beszélni...

Lebegbpontos szamabrazolas!



Attekintés Wimrar

Lebegdpontos szamabrazolas:

IEEE szabvany a tizedestortekre:

Egyszeres pontossag, kb. 7 tizedes jegy
Kétszeres pontossag, kb. 16 tizedes jegy

Ezek vannak hardveresen tamogatva, ha ennél tobb tizedesjegy kene,
bajban vagyunk.



Attekintés Wimrar

Lebegdpontos szamabrazolas:

IEEE szabvany a tizedestortekre:

Az alapmlveletek és a legtobb specialis fliggvény garantalva van, hogy
minden jegyre pontos (kiveve, amikor megsem).

De amikor halmozzuk a muveleteket, akkor elkezdjuk veszteni a tizedes
jegyeket!

Ezert, ameddig lehet, érdemes szimbolikusan atalakitott formulakat
hasznalni és csak a legvegen atterni numerikus reprezentaciora.



Attekintés Qisner
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Lehet persze triikkozni, példaul Kahan osszegzeés:

template<typename T, typename F>
auto KahanSum(int i, int i1, F f)

{

T sum = 0.0; T C = 0.0;
for(int i=10; i<il; ++1i)
{

Ty=*%(1) - c;

Tt =sum+ vy,

c = (t - sum) - vy;

sum = t;

}

return sum;

¥


https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan_summation_algorithm

Attekintés Qisner
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Lehet persze triikkozni, példaul Kahan osszegzeés:

template<typename T, typename F>
auto KahanSum(int i, int i1, F f)

{

T sum = 0.9; T c = 0.0; Ha sum nagy, és y kicsi, akkor itt
for(int i=i0; i<il; ++i) elvesztjlk y utolso jegyeit
{

Ty=*({)-c¢

Tt =sum + vy,

c = (t - sum) -y; .
- (t - sum) levonja a nagy helyierteku reszet y-nak,
sum = t; e : , . :
majd y levonasa visszaadja az elvesztett

} jegyeket.

return sum;

¥


https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan_summation_algorithm

Attekintés Wimnar

Ehhez hasonlo triikkokkel mind a negy alapmtuvelet pontossagat meg lehet
kétszerezni. SOt, némi kitartassal n szerezni, anéelkiil, hogy nagyon
koltséges tetszoleges pontossagu konyvtarakat hasznalnank.

Peldak: ad, double-double

Sokszor azonban a legnagyobb veszteség a hosszu osszeadasoknal
jelentkezik, 1gy minimalisan elég, ha a Kahan osszegzést ismerjuik.

Megjegyzendo, hogy egyes optimalizacioknal a fordito eltlintetheti a sziikseges
muveleteket, mert 6 egzaktnak veszi (egyes beallitasok mellett) az aritmetikat, pedig
nem az.


http://crd-legacy.lbl.gov/~dhbailey/mpdist/
https://www.codeproject.com/Articles/884606/The-double-double-type

Attekintés Wimnar

Visszaterve:

Fliggvenyek és fliggvenymlveletek reprezentalasa:
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1. Numerikus integralas



Numerikus integralas Wimnar

Numerikus integralasnal a kovetkezo problémat szeretnénk
megoldani:

[ = fbf(x)dx



Numerikus integralas Wimnar

Numerikus integralasnal a kovetkezo problémat szeretnénk
megoldani:

N

[ = f FGodx ~ > flcw,

1=0



Numerikus integralas Wimnar

Numerikus integralasnal a kovetkezo problémat szeretnéenk
megoldani:

b N
I = j Fdx =Y fOxw,
a i=0

Tipikusan olyan modszereket szoktak ajanlani, amelyek egyenlo részekre
osztjak az integralasi tartomanyt, mint példaul a Simpson modszer:

b b — b
1= e~ Ta(f(a) v af (%) + £ (b) )



Numerikus integralas wianar

Azonban az altalanos modszerek konvergenciaja nem tul jo,
peldaul: I = foze_x cos(10x)? dx

1
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Numerikus integralas wianar

Azonban az altalanos modszerek konvergenciaja nem tul jo,

példaul: 1 = [*—Z
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Numerikus integralas Wimnar

Konvergencia tipusok:

10000 g+ |
- X**_z
100 3 exp(-2*x) E
1 exp(-2*x**2) o

0.01 §
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1x10°6 £
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1 10 100 1000

Osztopontok szama

Algebrai

Relativ hiba

Geometrikus E




Numerikus integralas Wimnar

Az egyenletes intervallumokra bontas nem minden fluggvenyhez
megfelelo.

Miert???



Numerikus integralas Wimnar

Az egyenletes intervallumokra bontas akkor jo valasztas, ha
minden pont egyenéertekd mértékben szoritja meg a fliggvenyt.

Ez csak a periodikus fuiggvenyekre igaz!



Numerikus integralas Wimnar

Az egyenletes intervallumokra bontas akkor jo valasztas, ha
minden pont egyenéertekd mértékben szoritja meg a fliggvenyt.

Mi tortenik, ha nem periodikus fuggvényekre az egyenletes
felosztast eroltetjuk?



Numerikus integralas wianar

Mi tortenik, ha nem periodikus fuggvényekre az egyenletes

felosztast eroltetjuk?

1.2

1.0

| , e g
Runge-jelenség: ~ o esYeny
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5-0d rendl polinom kozelités 04
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0.0

9-ed rendli polinom kozelités —o.

0475 —0.5 0.0 0.5 1.0


https://en.wikipedia.org/wiki/Runge's_phenomenon

Numerikus integralas Quisner
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Az osztopontok kivalasztasa megszoritja a bazist es lehet, hogy
a megszoritott bazis nem tudja jol reprezentalni a megoldast!

o 7/ o 7/

minden informaciot a probléemarol, példaul a tartomany milyensegéet, és a
megfelelo osztopontokat eés bazist kell valasztani.



Numerikus integralas wianar

Bazisok (®;(x)):

Periodikus tartomany: Fourier
Véges tartomany: Csebisev, Legendre, Gegenbauer polinomok

Felvegtelen tartomany: Csebisev (transzformalt), Laguerre
Végtelen tartomany: Csebisev (transzformalt), Hermite



Bazisok Wiwnar

Fourier: ®,(x) = {1 U sin(kx) U cos(kx)}

On 0.5n

0.5 /
0
0.5 - /
1 L
1.9 N

21



Bazisok Wiwnar

Fourier: @, (x) = {1 Usin(kx) U cos(kx)}

o)
@



Bazisok Wiwnar

Csebisev: @, (x) = cos(k acos(x))
1

0.5 -

0_

-0.5 - /




Bazisok Wiwnar

Racionalis Csebisev [—o0, +]: @, (x) = cos(k acot(x/L))

1

0.5

-0.5




Bazisok Wiwnar

Racionalis Csebisev [0, +o]: @, (x) = cos(2k acot(y/x/L))

N —

0 L .

05 f / _
) L




Numerikus integralas wianar

Integralas a periodikus tartomanyon:



Numerikus integralas wianar

Integralas a periodikus tartomanyon:

Teglalap (mid-point) rule: _ _
N
o b()d Nb—az A 1\b —a
_Lf x)dx ~ — kzof a BT )

Trapéz szabaly:

3 B I N-1 B ]
I=faf(x)dxzb2Na f(a)+f(b)+zzf<a+bNak>

k=1




Numerikus integralas wianar

Integralas a periodikus tartomanyon:

Periodikus fliggvenyekre ezek exponencialisan konvergalnak!!!
(ha [-szer differencialhat6 az integrandus, akkor err =~ O(N~(*D)

A legtobb tankonyvben csak az van emlitve, hogy altalanos fliggvényekre
err ~ O(N~2) szerint konvergalnak...


http://math.mit.edu/~stevenj/trapezoidal.pdf

Altalanos Kvadratlra sémak Wisnar

A kvadraturak a kovetkezo problémat oldjak meg:

b N
1= [ f@pedr = Y wf)
a =

Ahol:

f(x) egy adott integralando fliggveny

a, b az integralasi tartomany hatarai (esetleg vegtelenek)

p(x) = 0 egy sulyfiggveny

wj, x; az integralasi tartomanyhoz tartozo sulyok és abszcisszak



Altalanos Kvadratlra sémak Wisnar

A megoldando probléma:

b N
1= [ Fpeadx = Y wf )
a ]=1

A lényeges tulajdonsag:

w; és x; fuggetlen f(x)-tol, csak az integralasi tartomanytol,
[a, b]-tol es a sulyfuggvenytol, p(x)-tol fuggenek!



Altalanos Kvadratira sémak Wsner
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GAUSS-JACOBI Integralasi Tétel:

Ha az N + 1 darab “abszcisszat”, {x;}-t a Py, (x) polinom
gyokeinek valasztjuk, amely polinom az N + 1-ed foku tagja az
[a, b] intervallumon a p(x) sulyfuggvennyel ortogonalis rendszert
alkoto polinom rendszernek, P;(x)- nek akkor az

f Fp(x)dx ~ Z wif (o)

kvadratura formula egzakt minden olyan f(x)-re, amelyek
legfeljebb (2N + 1)-ed foku polinomok.



Altalanos Kvadratlra sémak Wisnar

Problémak:

Az abszcisszak esetenkent transzcendentalis fuggvenyek gyokei,
amikre nincs zart alak, csak numerikusan hatarozhatoak meg

Az osztopontok noveléesével a korabbi sémak soha nem esnek
egybe a késobbiekkel, igy koltseges az adaptiv integratorokhoz
szukseges becslest kiszamolni.



Altalanos Kvadratira sémak Wsner

GPU Lab

Clenshaw és Curtis fedezte fel, hogyha nem a Gauss-i definicio
szerinti abszcisszakat alkalmazzak, hanem a Csebisev polinomok
extremumait (Csebisev -Lobatto racs), akkor ugyan a kvadratura
csak N + 1-ed rendig lesz egzakt, de

» Az abszcisszak zart alakban eloallnak

« A kétszer akkora N-re kiértékelt fuggvenyéertéekek koziil minden
masodikat felhasznalva azonnal megkaphato egy alacsonyabb
rendd becslés



Clenshaw-Curtis kvadratura Q‘ﬁﬁi‘f{

* Csebishev [—1,1] .
Tl o
X; = COS (N 1) i ={1,..,N}

sm( ) i . (Nn_il_k1> 1 — C(l){S(kTL')

k=1




Clenshaw-Curtis kvadratura Q‘ﬁﬁi‘f{

 Csebishev [0, o]
* [ egy megvalasztando skala

Tl
. = L cot? , i ={1,....N
X = LE0 (2(N n 1)) L= ;

. 4], sin N i ik \ 1 — cos(km)
N +1 N+1 k
( — COS ( k=1




Clenshaw-Curtis kvadratura Q‘ﬁﬁi‘f{

 Csebishev [—o0, ], ha a vegtelenben 0-hoz tart a fuggvény
* [ egy megvalasztando skala

Tl ,
xi=Lcot(N+1), i =1{1,..,N}

L 1

LR (751




Integralas Wiwnar

Peldak
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0 X 00 _ 2 0 7 g oo 0 ’ 0
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Integralas Wignar

Rejtett diszkontinuitas: ffn e~ dx = @ erf(m)
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Integralas

Komplex polusok: f

Relativ hiba
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Algebrai konvergencia
(polus +i+/a -ban)

100

Osztépontok szama
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2. Interpolacio



Linearis interpolacio e

Linearis interpolacio, adott (x,,v,) €s (x1, V1)
Ekkor:

y(x) = yoco(x) + y100(x)

X—Xgo X1—X

ahol ¢o(x) =1 — ésci(x)=1-

X1—Xg X1—Xg



Lagrange interpolacio Wisnar

Lagrange interpolacio:

Altalanositsuk ugyan ezt magasabb fokszamu polinomokra



Lagrange interpolacio Wisnar

Lagrange interpolacio, adott (x;,y;), i=0...n+1
ahol MINDEN x kulonbozo!

Ekkor: .
y(x) = Z yici(x)

ahol:




Lagrange interpolacio Wisnar

Lagrange interpolacio, adott (x;,y;), i=0...n+1
ahol MINDEN x kulonbozo!

Ekkor: .
y(x) = Z yici(x)

ahol:

X — X 1 bemeneti x; hianyzik
Ci (X) — minden c;-bol!

OSlan W



Lagrange interpolacio Wisnar

Adott (x;,y;), i=0...n+1 ,
y() = ) yici(x)
[

£

Ci?‘—'k(xk) — O —_—— C.(x ) — 5
Ci=k(xx) =1 K .



Kardinalis fuggvenyek Quisner
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Akkor most altalanositsuk az elozoeket kiilonbozo
intervallumokra:

Kardinalis fuggvenyek

A kardinalis fuggvenyek definialo tulajdonsaga, hogy:

Ci(x;) = 0yj
ahol x;-k a korabban bevezetett abszcisszak, masnéven
kollokacios pontok.



Kardinalis fuggvenyek ner

Trigonometrikus, periodikus eset:

Xi = —, i={0,...,N—1}

X — X;
C(x)——sm ]

N(x — x;)
v [

cot [



Kardinalis fuggvenyek ner

Trigonometrikus, periodikus eset:

21Tl
xi:T’ i={0,...,N—1}
Ci(x) = Nsm [N(x _ xl)] cot [x — xl]

‘Ez az alak divergens x = x;-néel,
pedig a kifejezés ertéeke 1



Kardinalis fuggvenyek ner

Trigonometrikus, periodikus eset:

X — X;
C;(x) = Nsm

cot [

1 . [N(X — Xi)]



Kardinalis fuggvenyek ner

Chebyshev [-1, 1] végpontos eset:

Tl ,
xi=cos(ﬁ), i ={0,..,N}

N
2 1 {2i=0nN
Ci(x) = QiNzaTk(Xi)Tk(X)’ di = {1 else




Kardinalis fuggvenyek

Chebyshev [-1, 1] végpontos eset: x; = cos (F) i ={0,...
N
2 1 f2i=0,nN
Ci(x) = CIiNZk: 0 T ()T (x),  q; = {1 olse

1.2

1L
0.8
0.6 -
0.4
0.2 -
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Tl

, N}
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X

Pelda: Interpolaljuk a f(x) = e_(z) cos(20x) fuggvenyt a

[—1,1]-en:
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Kardinalis fuggvenyek ner

X

Pelda: Interpolaljuk a f(x) = e_(z) fuggvenyt Fourier és
Csebishev bazison:
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Quisner

Kardinalis fuggvenyek 5PU Lab

, , o 1 .. ,
Pelda: Interpolaljuk a f(x) = — fuggvenyt a [—1, 1]-en:
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Pelda: Interpolaljuk a f(x) = |x| fuggvényt a [—1, 1]-en:
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Algebrai konvergencia a torés miatt
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Kardinalis fuggvenyek ner

Extra tulajdonsag:
A kvadratura sulyok a kardinalis fuggvenyek integraljai:

b
W; :f CL(X)dX
a
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Itt valami fura van...
A kvadratura sulyok a kardinalis fuggvények integraljai

Az interpolacional ugyan azokat az osztopontokat hasznaltuk,
mint a kvadraturaknal

« Az osztopontok ortogonalis polinomok gyokei (szelsoertekei)



Interpolacio Wianar

Interpolalhatnank az ortogonalis polinomjainkkal is, nem?



Interpolacio Wianar

Interpolalhatnank az ortogonalis polinomjainkkal is, nem?

N

fO) = ) aii(x)

l



Interpolacio iy

Interpolalhatnank az ortogonalis polinomjainkkal is, nem?

N

fO) = ) aii(x)

l

igen, de honnan kapjuk az egyutthatokat?



Interpolacio e

Interpolalhatnank az ortogonalis polinomjainkkal is, nem?

N

FO) = ) aii(x)

l

igen, de honnan kapjuk az egyltthatokat? Vetitiink a bazisokra:

. (f' CDL)
- ((Di; (Dl)

a;



Interpolacio e

_ (f' CDL')A
(;, D)’

a;

N
(f,9)a = 2 wi f (x) g (x)
k A

Ez a folytonos ortogonalitasi relacionak, azaz ennek:

b
(f,9) = f FOg(p()dx

a diszkrét valtozata, ahol az integralt kvadraturaval végeztik el!
Tovabbra is:

(P, Pr) = 8 = (P, Py)a



Interpolacio Wianar

Ha ezeket egymasba helyettesitjik, akkor:

( ) CDL)
— = Y ) i)y = of
J

a;



Interpolacio e

Tehat:

Interpolalhatunk az ortogonalis polinomjainkkal is, ha eloszor
attertunk az egyutthato reprezentaciora!

a= ) fx) @i()w,

N

FOO) = ) aii(x)

l



Kardinalis fuggvenyek ner

A végtelen intervallumon a Whittakker-fele kardinalis fuggveny
hasznos:



https://en.wikipedia.org/wiki/Whittaker–Shannon_interpolation_formula
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3. Derivalas



Derivalas Wiwnar

Ha van egy kifejtesiink, akkor derivalhatunk konnyen, ugy, hogy
a bazisfuggvenyeket derivaljuk!



Derivalas Ciianer

Ha van egy kifejtéstink, akkor derivalhatunk konnyen, ugy, hogy
a bazisfuiggvényeket derivaljuk!

N N
O, f (x) = 0y ( Zfl Ci(x)) = Zfl 0, Ci (x)

Hasonloan, ha C; helyett ®; szerepel.



Derivalas Wisnar

GPU Lab

A kardinalis/bazisfuggvenyeket sokszor kicsit trukkos,
nehezkes derivalni,

nagyon kell figyelni a kollokacios pontoknal levo
mesterseges szingularitasokra!



Derivalas Wisnar

Példaul a trigonometrikus kardinalis fliggveny:

C;(x) = Nsm

1 [N(x—xl)]cot x—xl]

elso derivaltja:

— — COS

dC;(x) 1 N(x — x;)
dx 2 [ ]

X — X; 1 [N@—xﬁ 1
cot[

e e




Derivalas Wiwnar

Példaul a trigonometrikus kardinalis fliggveny:

Ci(x) = Nsm [N(x _ xl)] cot x _ xl]

elso derivaltja:

— — COS

dC;(x) 1 N(x — x;)
dx 2 [ ]

X — X 1 [N(x - xl-)] 1

cot [ — ﬁ Sin >

\/' Sin( 2 l)

Megint figyelni kell a divergenciakra x = x;-nél, pedig a kifejezés mindig veges!




Derivalas Wimrar

Ezzel szemben az ortogonalis polinom bazison:

d, (x) = sinkx,cos kx
elso derivaltja:

d®; (x)
dx

= k cos kx,—k sin kx



Derivalas Wisnar

Csebisev esetben [-1, 1] a kardinalis fuggvenyekkel:

N
2 1
i) = Nzam»cim{(x)
() 2 01, dT(®)

dx q;N — () dx



Derivalas Wisnar

Csebisev esetben [-1, 1] a bazis fuggvenyekkel:
®, (x) = Ty (x) = cos(k acos x)

d®(x) ksin(kacosx)
dx  sin(acosx)

e

. ’ ’ ml ”
Megint: x = x, €s x = xy_1-nel, ahol x; = cos (ﬂ) a nevezo nulla,
ddy(x=xg) _ kz)

pedig a kifejezés értelmes (



Derivalas Ciianer

X

Pelda: Spektralkifejtve az f(x) = e_(z) fuggvényt a Csebishev
bazison allitsuk elo a derivaltjat!

100 ¢,
102 |
104 |
106 |
108 |
10-10 L
10—12;

10-14 ] ! Lo ! -
10 100

Osztépontok szama

| III[I] | IIIlII | IIIlII | III[I] IIIIlI]_

Relativ hiba

i
\




Derivalas Wiener

GPU Lab

Pelda: Spektralkifejtve az f(x) = - 011—x2 fuggvenyt a Csebishev
bazison allitsuk eld a derivaltjat!

2 b T T T e
100 L
102 |
104 |
106 |
108 |

10-10 ] ! ! ! Lo
10

Relativ hiba

Osztépontok szama



Derivalas isner

GPU Lab

Pelda: Spektralkifejtve az f(x) = |x| fuggvenyt a Csebishev
bazison allitsuk el6 a derivaltjat!

1 01 ; I I I I T I I I I l T I [ ;

100 - .

(O 3
__9 A I 4 .
- N +44 |
‘2 1 0 1 B + & + +++ - —
© " -
& A két pontsor a paros és y
102 paratlan értékek miatt van .

1 0'3 ] ] ] ] L1 | ] ] ] ] | L | | ] ] ]

10 100

Osztoépontok szama



Derivalas Wiwnar

Pelda: Spektralkifejtve az f(x) = |x| fuggvenyt és rekonstrualva

a derivaltat:

100

lé I I | |
100 - WA’WWWN&%
101 | Amit latunk az a Gibbs jelenség i
100 - ! -
101 - . i
100 %WWW\A\? _
100 | | | | §| | | | |

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1


https://en.wikipedia.org/wiki/Gibbs_phenomenon

Derivalas Wimner

GPU Lab

A Fourier és az abbol szarmaztatott bazisoknal a deivaltakat expliciten
elo lehet (es erdemes) allitani.

A Gegenbauer polinom csalad altalanos tagjainal (Laguerre, Hermite,

etc.) a derivaltak szintén az adott bazis elemeinek kombinacioi, de nem
lehet zart alakban felirni oket.

Ilyenkor a 3 elemu rekurziobol szamolhatoak, peldaul Hermite eseteén:
Hy, =1, H, = 2x, H,. . =2xH, —2nH,_4

dH,
dx

— Zan_l



(uisner
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4. Integralas (hatarozatlan)



Hatarozatlan integral Nt

Ha van egy kifejtéesiink, akkor integralhatunk konnyen, ugy,
hogy a bazisfluiggvenyeket integraljuk!

N N
| fl)dx = fdx(Zfi Ci(x)> = Zfif Ci(x)dx

Hasonloan, ha C; helyett ®; szerepel.



Hatarozatlan integral Nt

Példaul a trigonometrikus kardinalis fluiggveny:

Ci(x) = Nsin

1 [N(x — X;)

elso integralja:




Hatarozatlan integral Nt

Csebisev esetben [-1, 1] a kardinalis fuggvenyekkel:

N
2 1
i) = Nzam»cim{(x)

2

[ C;(x)dx = N

N
1
> =T Te(x)dx
- dx



Hatarozatlan integral Nt

Csebisev esetben [-1, 1] a bazis fuiggvenyekkel:

d, (x) = Ty (x) = cos(k acos x)

kvV1 — x2

J ®p(x) dx = — 71

|sin(k acos x) + x cos(k acos x)]



(uisner

GPU Lab

5. lllesztes



Illesztés Qisner

GPU Lab

Szeretnénk egy adatsorra illeszteni egy folytonos
fuggvenyt.

Legyen ez egy jol viselkedo fliggveny, baziskifejtett
alakban: f(x) = )., ay Py (x)

Az adatsor zajt tartalmaz, ezert alacsonyabb fokszamu
kifejtest illesztunk, mint ahany pontunk van.



Illesztés Wisnar

Az ember nagyon konnyen valami altalanos
fitterhez nyulna, azonban erre nincs szukseg...



Linearis illesztés Wimnar

Adott N mintapont (x;,y;)

Az illesztendo fuggveny:
y(x) =ax +b

Es minimalizaljuk a négyzetes eltérést:

E(a,b) = ) (i = y@)’

l

RPN OF _ OF _
piptE@b)}y < @ =0 %=

0
da



Spektralis illesztés N

Adott N mintapont (x;,y;)

Legyen most az illesztendo fuiggvény (K rendig kifejtve):

y() = ) @y (x)

k

Es minimalizaljuk a négyzetes eltérést:

E(a) = ) (= y()’

l

OE
min{ E(a;) } < =0

{ak} d_ak



Spektralis illesztés N

y() = ) apdi(x)

k
Derivaljunk be a hibafliggvénybe:

O (i) = 0, ) (31 = y(x)’
= -2 Z(yi - y(xi))aal)’(xi)
— 2 Z(yi — y(x;)) Py (x;)

=2 z ((Z akCDk(Xi)) — }’i> ®,(x;)
i k



Spektralis illesztés N

0q,E(ay) = 2 Z ((z akcbk(xi)> - }’i) D, (x;)
i k
=2 @ ) D)) —2 ) P16y,
k i i
= Z axMi — ¥

k

A minimumban ez = 0,
tehat egy K meéretl linearis rendszert kell csak megoldanunk!



Spektralis illesztés N

0q,E(ay) = 2 Z (z akcbk(xi)> —yi | P(x;)
[ k
=2) @) Pu(x) P x) =2 D> ey,
k [ [

= Z axMy; — y; /
k |

Figyelem, ezek az x_i-k nem kollokacios,
hanem tetszoleges pontok!

A minimumban ez = 0,
tehat egy K meéretl linearis rendszert kell csak megoldanunk!



Spektralis illesztés N

20-ad rendu Csebishev polinom

o O A N O DN DM O ®
1



Spektralis illesztés N

Ha nincs zaj, akkor még jobb, pl. atinterpolalhatunk

fixlepeskozrol: 100
005 30-ad rendii Csebishev polinom o m *ﬂ
0.045 | e 40 ad altpont | % 2l Ahiba koordinata eloszlasa
0.04 - 20 i
0.035 - wll N
003 o -(;.8 -(;.6 -0|.4 -0‘.2 ‘0 0‘.2 0|.4 0|.6 0‘.8 1
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

-1 -0.5 0 0.5 1
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6. Differencial egyenletek



Differencial egyenletek anar

Legyen adott egy differencial egyenlet f-re:
D f(x)=g(x)

ahol g ismert fliggveny, D pedig valamilyen differencial
operatorokat tartalmazo kifejezeés, pl.:

D :pax‘l'qaa%



Differencial egyenletek anar

Legyen adott egy differencial egyenlet f-re:
D f(x)=g(x)

Hogyan oldjuk ezt meg?



Differencial egyenletek anar

Legyen adott egy differencial egyenlet f-re:
D f(x)=g(x)
Hogyan oldjuk ezt meg?

Fejtsuk ki f-et a megfelelo bazison!



Differencial egyenletek anar

Legyen adott egy differencial egyenlet f-re:
D f(x)=g(x)

Hogyan oldjuk ezt meg?

FO) =) ay (@)

k



Differencial egyenletek anar

D) =g() — f()=) a®(x)

k
Jo, de ezzel sokkal elorébb nem vagyunk, ez meg mindig egy
fuggveény egyenlet:

D @i DO, () = g(x)

k



Differencial egyenletek anar

> @ DO () = g(x)

k

Diszkretizaljuk a bazishoz tartozo kollokacios pontokon, {x;}-ken!



Differencial egyenletek anar

> @i DD, () = g(x)

k

Diszkretizaljuk a bazishoz tartozo kollokacios pontokon, {x;}-ken:

> @ DP,](x)) = g(x)

k



Differencial egyenletek anar

z a [DP;](x;) = g(x)

k

Ez mar egy linearis egyenletrendszer az egyutthatokra, amit
meg tudunk oldani!



Differencial operatorok anar

Nézzuk meg részletesebben a derivalo operator hatasat a
bazisfuggvényekre:

[axcbk(x)]x=x_l

A bazisfuiggvenyek es a derivaltjaik a kollokacios pontokban

altalaban kivetelesen egyszeru alakokba irhatoak
(mert ezek a pontok spec helyei a bazisnak!)



Differencial operatorok Wisner

[axq)k(x)]x=x_l

B Tl
X; = COS N1

kil
®, (x) = cos(k acos x) R COS (N — 1)

Peldaul Csebishev eseten:

5., ( )_ksin(kacosx) T mkl \ . _ [ 7l _
xR = sin(acos x) PSSy )Y v Z1) T Tk



Differencial operatorok Wimnar

Ha megkonstrualtuk @,,-t, akkor az alabbiak kommutalnak:

Diszkretizacio és
attérés spektral egyitthatokra

f(x) ay
Derivalas 9, Matrix szorzas @,,;-el
(%) 2 ag Py = Z ay 0, Pr(x) = f'(x;)

Diszkretizacio és k k

attérés spektral egyitthatokra



Differencial operatorok Quisner

GPU Lab

Ha megkonstrualtuk @,,-t, akkor az alabbiak kommutalnak:

Diszkretizacio es , ®}, tehat nem tiszta
atteres spektral egyutthatokra differencial operator,
f(x) > Qg mert az attérést is
magaban foglalja!
Derivalas 9, Matrix szorzas @,,;-el
v \ 4
!/
f'(x) g 2 UePha = 2 ay 0, Pi(x)) = f'(x;)
k k

Diszkretizacio és
attérés spektral egyitthatokra



Differencial operatorok Wimnar

Sokkal erdekesebb kerdes azonban, hogy megtudjuk-e
konstrualni azt a differencial operatort, ami abban a térben
marad, ahol az eredeti fliggveny volt?



Differencial operatorok Wimnar

Az atterés spektral egyutthatokra tekintheto ugy, mint a @
operator diszkretizalt valtozatanak, ®,;-nek a hatasa:

fx))=fi = 2 AP = 2 ar Py (x;)

k k



Differencial operatorok Wimnar

Az attéres spektral egyutthatokra tekinthet6 ugy, mint a @
operator diszkretizalt valtozatanak, ®,;-nek a hatasa:

fx))=fi = 2 a P = 2 ar Py (x;)

k k

Mivel a két reprezentacio ekvivalens, |étezik az inverz ®;,,,
amivel ha beszorzunk, és felosszegzunk [-re:

zflcbl_n% = zakz:q)qu’z}% = Ay
l k L : ’

6km




Differencial operatorok

f

2 ay Py
2 flq)l_n% = Um
l

(uisner

GPU Lab

Ez a kifejezés
a normal térben van felirva

Ez viszont a spektral térben




Differencial operatorok Wimnar

Ha a korabban felirt derivalo és attéro operatort

I __ r __ !
fla)' =f = E ay P
k
. s s _1 s oo oo .
beszorozzuk a visszateressel @, es felosszegzunk [-re:

Zflcb ZakzcbleD ZakD(a)
[



Differencial operatorok anar

Ha a korabban felirt derivalo és attéro operatort

f(xl), — fl, — z akq);cl Ez a kif,ejegés

a normal térben van felirva
Kk

beszorozzuk a visszatéréssel ®;.}, és felosszegziink I-re:

Zflcb Zakzcbklcb ZakD(a)
[

Ez viszont a spektral térben!
Ezert a felso index D-nél!




Differencial operatorok Wimnar

Ha a ugyanezt forditva csinaljuk, azaz eloszor atterunk az
eredeti fiiggvényrol spektral egylitthatokra @, -el:

fx))=fi = 2 ar P

k
Zﬁcbl_rrlz = Uy
[

majd beszorozzuk az attero es derivalo matrixxal ®;,,-el,
felosszegzunk m-re:

Zﬁicblmcb;m Ele(” Eamcb;m = i



Differencial operatorok anar

Ha a ugyanezt forditva csinaljuk, azaz eloszor attérunk az
eredeti fiiggvényrol spektral egylitthatokra @, -el:

a normal terben van feljrva

flx) =fi = 2 ay Py, E2 a kifejezes
k

-1 _ - . .
z fl cblm =,y Ez mar spektral terben

majd beszorozzuk az attero es derivalo matrixxal ®;,,-el,
felosszegzunk m-re:

Ez viszont ismét normal térben!
Ezért a felso index D-nél!

Zﬁ2¢lm¢;m Ele(” Eamcb,’nn = i




Differencial operatorok Wimnar

Osszefoglalva, az adott térben marado diszkretizalt differencial
operatorok:

f —1 4/
Dl(n) — z CDl‘n”lt q)mn
m

Dzﬁfﬁ — Z D Dy



Differencial operatorok anar

Osszefoglalva, az adott térben marado diszkretizalt differencial
operatorok:

_ Ez a normal téren hat
D(f) — z ch'rrlL q)';nn

D(a) — Z q);clcbl_n% Ez spektral téren hat



Differencial operatorok Wimnar

Ha megkonstrualtuk Dl(rf)-t, akkor az alabbiak kommutalnak:

Diszkretizacio (x = x;)

f(x) f ()
Derivalas 0, Matrix szorzas D)-el
, Diszkretizacio (x = x;) ,
;) ;)
Derivalas 0, Matrix szorzas D)-el

Diszkretizacio (x = x;)

e e



Differencial operatorok anar

Ha megkonstrualtuk Dl(r’;)-t, akkor az alabbiak kommutalnak:

Diszkretizacio (x = x;)
f(x) > f(xp)
Derivalas 9, l l Matrix szorzas
, Diszkretizacio (x = x;) ,
f(x) > f(x)
Derivalas 9, l l Matrix szorz3
Derivalas 92 Diszkretizacio (x = x;)

e - )

Matrix szorzas DU négyzdtével



Differencial egyenletek anar

Ez azt jelenti, hogy kozvetlenul fel tudjuk irni egy
differencial operator diszkretizalt valtozatat, ami egy
matrix lesz:

L =po,+ qaag
2
Lin =D +q (DY)

Es L f = g megoldasat az inverze adja: f = L™g



Differencial egyenletek anar

Vagy ha az egyutthato terben akarjuk felirni:
Lf=g (_fzz:aicbil» {x1}
i

z a;|[L®;]; = z a;(L®);y = g,

[ [
ay = Z(Lq))z_kl Jdi
l



(uisner
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Mi van a hatarfeltételekkel?



Hatarfeltételek Wimrar

Tekintsuk a kovetkezo differencial egyenletet a [—1, 1]-

en.

Lfx)=c-f(x), f(=1D)=F



Hatarfeltételek Wimrar

Tekintsuk a kovetkezo differencial egyenletet a [—1, 1]-

en.

Lf(x)=c-f(x), f(=1)=F
atrendezve:
(L —c)fx)=0
L'f(x) =0



Hatarfeltetelek Cuisner

GPU Lab

Lf(x)=0
Amikor az egyenletet diszkretizaljuk {x;} = {—1,0, 1}, és pl.
spektral terben oldjuk meg, akkor a kovetkezo alakot irjuk fel:

w=-1 [Lo(-1) Li(-1) Ly(-D] jao) [0
w=0 | L0 Ly(0)  Ly(0) |-|ax|= o0
w=1 L@ L@ o] lel l

Hiszen L}, utolso indexe mindenkeépp a diszkretizacios teret
indexeli!



Hatarfeltételek Wimnar

L'f(x) =0, f(=1)=F

A hatarfeltetel x = —1-ben szoritja meg a fluiggvenyt, de ennek
van helye a matrixban:

q=-1 [Lo(=1) Li(=1) L3(=D)]| rae1 |[[O
qa=0 |[Lo(0) Ly(0)  Lp(0) |-|@| =0
=1 |Ly1) Ly@) Ly | lez2l lo.




Hatarfeltételek Wimrar

L'f(x) =0, f(-1=F
A hatarfeltetel figyelembevetelehez egyszerien ki kell cserelni

az egyenlet matrixanak megfelelo sorat (és a jobboldalt!) a
hatarfeltetel diszkretizalt valtozatara:

f(-1) =) a;®;(-1)=F

xw=-1 [Po(=1) D(=1) P,(=1)] rao F

X = 0(0)  Li(0)  L3(0) |- |
n=1 | Ly(1) Li(1) LD | L%l 1o

1
-




Hatarfeltételek Wimrar

L'f(x) =0, f(=1)=F

Mire kell figyelni?

F-1 =) a®i(-1) =F

l

LF1-1) = ) a[L'@(-1) = 0

L



Hatarfeltételek Wimrar

L'f(x) =0, f(=1)=F

Mire kell figyelni?

F-D =) a®i(-1)=F

: A matrix sorainak linearisan
fuggetlennek kell lennilk, és a
jobboldalakkal egyutt nem
, , tartalmazhatnak ellentmondast
[L'f1(-1) = ) a[L'®;](-1) =0

L



Hatarfeltételek Wimnar

L'f(x) =0, f(=1)=F

Mire kell figyelni?

F-D =) a®i(-1)=F

; Ez altalaban rendben van, mert
a derivaltak és a bazis
altalaban fliggetlenek

LFI-D) = ) a[L'd;](~1) =0

L



Hatarfeltételek Wimrar

L'f(x) =0, f(=1)=F
\ De ha a hatarfeltételt a

derivaltra szeretnénk kironi...

Mire kell figyelni?

F-D =) a@' (=) = F

: ...akkor mar nagyon at kell latni
a problemat, mert ezek mar
konnyen lehet, hogy
osszefuggnek

LFI-D = ) a[L'd](=1) =0

L



Hatarfeltetelek Cuisner

GPU Lab

Mire kell még figyelni?

A kirott feltételek nem mondhatnak ellent a
bazisvalasztasnak!

Pl.: periodikus bazis (Vi.®;(0) = ®;(2m)), de f(0) # f(2n)
Pl.: Vi.®;(+o) =0, de f() # 0



Hatarfeltetelek Cuisner

GPU Lab

Mire kell még figyelni?

Es forditva:

Ha a bazis minden eleme teljesiti az elvart

hatarfeltételeket (vagy egy résziiket), akkor azokat
nem kell még kulon kironi.



(uisner
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7. Az ortogonalis rendszerek altalanos elmeélete



Quisner

Az ortogonalis rendszerek altalanos elmélete |thns

Ha van egy probléemank,
akkor eloszor talaljuk ki hozza a megfeleld bazist!

Figyelem: a bazisnak ortogonalisnak kell lennie valamilyen
sulyfuggvenyre nezve:

(Cbu ]) fCI) (X)CD (x)p(x)dx = l]



Az ortogonalis rendszerek altalanos elmélete [®isner

Ha van egy problemank,
akkor eloszor talaljuk ki hozza a megfelelo bazist!

« Valasszunk egyet a megfelelo letezo bazisokbol
« Kombinaljunk ujra meglevo bazisokat

« Konstrualjunk bazist numerikusan ortogonalizacioval
(pl.: Gram-Schmidt)



https://en.wikipedia.org/wiki/Gram–Schmidt_process

Az ortogonalis rendszerek altalanos elmélete [®isner

Ha van egy problemank,
akkor eloszor talaljuk ki hozza a megfelelo bazist!

Ezzel célszerl kezdeni

Ez foleg hatarfeltételeknél hasznos

« Valasszunk egyet a megfelelo letgzo bazisokbol
« Kombinaljunk ujra meglevo bazisokat
« Konstrualjunk bazist numerikusan ortogonalizacioval

(pl.: Gram-Schmidt) \
Itt vigyazni kell a numerikaval...



https://en.wikipedia.org/wiki/Gram–Schmidt_process

Quisner

Az ortogonalis rendszerek altalanos elmélete |thns

Ha meg van a bazis az [a, b] intervallumon: ®;(x),i =0...N,
akkor a kollokacios pontok:

xih ={x: Pyyq(x) =0}

vagy
do
{x;}, = {x : w1 (%) = O} Ua Ub
dx

{x;}; a Gauss-i, {x;}, a Lobatto racs



Az ortogonalis rendszerek altalanos elmeélete @isner

GPU Lab

Ha a normal terben akarunk dolgozni, akkor definialhatjuk a
kardinalis fuggvenyeket:

Gauss racs eseten: ()
N+1(X
G = g !
T (X)X — X))

Lobatto racs eseten: o
(1 —x) "7 @)

== ()] - xp




Az ortogonalis rendszerek altalanos elmeélete @isner

GPU Lab

Ha a normal térben akarunk dolgozni, akkor definialhatjuk a
kardinalis fiiggvényeket:

A kvadratura sulyok a kardinalis fuggvenyek integraljai:

b
W; :f CL(X)dX
a



Quisner

Az ortogonalis rendszerek altalanos elmélete |thns

Ha a spektral téerben akarunk dolgozni, akkor a spektral
egyutthatok:

A
L ((I)i'q)i)

Ahol (-, -) tovabbra is a belso szorzat (diszkret valtozata).

Ortonormalt bazis eseten a nevezo 1.



Az ortogonalis rendszerek altalanos elmeélete @isner

GPU Lab

Ha a spektral terben akarunk dolgozni, akkor a spektral
egyutthatok:

D,
N (q)i)cbi)

Aj
Tovabba, ha kozvetlenul akarjuk megkonstrualni az attéresi
matrixot: a; = Y; My;f;

Dy () w;
N (Cbki ch)

My



Az ortogonalis rendszerek altalanos elmeélete @isner

GPU Lab

Tovabba, ha kozvetlenul akarjuk megkonstrualni az atteresi
matrixot: a, = ).; My;f;

~ D (xp)w;
N ((I)k' cbk)

M,

amelynek inverze:
Mt = @;(x;)

azaz: f; = ¥, M;; a;



(uisner

GPU Lab

8. Mi van tobb dimenzioban?



Tobb dimenzio Wimnar

A legtobbszor gond nelkil lehet direkt szorzat bazist valasztani,
és teljesen fuggetlenul kezelni a kulonbozo6 iranyokat:

f(xp'yq) = fpq = Z a;jPip¥iq

L



Tobb dimenzio Wimnar

Az integratorok is egymasba agyazhatoak:

fdxfdy fCey) =) w > w fxy))
L J



Tobb dimenzio Wimnar

A derivaltak is kulon hatnak a bazisokon:

00y f(x,Y) = ) ay®'p ¥
3



(uisner

GPU Lab

9. Parcialis differencial egyenletek



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

A tobb dimenzios megkozelités tovabbra is
mukodik, de nem mindig ezt akarjuk!



Parcialis differencial egyenletek isner

GPU Lab

A tobb dimenzios megkozelites tovabbra is mukodik, de
nem mindig ezt akarjuk!

Példaul:
« Nem fér be a memoriaba a nagy matrix

« Nem ismert az egyik dimenzioban a tartomany, amin kifejtiink
(peldaul idoléptetni akarunk egy bizonyos feltéetel teljesliléseig)



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Tekintsuk a kovetkezo kezdoertek problémat:

df (e, t)  df(x,t)
it 0 dx

f(x,0) =e™*

2

Hogyan oldjuk ezt meg?



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Fejtsuk ki a keresett fuggvenyt csak x-ben:

CHEDWAGLAES

l

Tehat az egylitthatok idofuggoek lesznek,
de a helyfliggést a bazis kezeli!



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Fejtsuk ki a keresett fuggvenyt csak x-ben:

CHEDWAGLNES

L

A kezdofeltetel az egyitthatokra fog vonatkozni:

a, (t=0) = z e~ D!

J



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Végul irjuk at a differencial egyenletet az
egyltthatokra:

Beirva a kifejtest f(x,t) =Y a;(t)P;(x):

dai(t) ch)l(X)
- cbi<x>=—vzai<t> .

L [




Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Beirva a kifejtest f(x,t) = Y; a;(t)®;(x):

dai(t) dcbl(x)
- <1>i<x>=—vzai<t> .

[ [

Diszkretizalva {x;}-re:

dai(t) dq)l]
dt CDU — —UZ ai(t) dx

[ [




Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Diszkretizalva {x;}-re:

dai(t) dq)l]
dt CDU — —UZ ai(t) dx

[ [

Beszorozva @;,'-el és kiszummazva j-re:

da,(t) N~ dd;;
2= —v ) ai(0) J gt

L | J



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Beszorozva @' -el és kiszummazva j-re:

da(t) N dd;;
cll{t - —vz a;(t) =T

l |
Tomorebb jeloléssel:

Mert ez
idofuggetlen!

ak = —UE aiDik

[



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Tomorebb jelolessel:
ax = — z a;Diy
i

Ezt mar egy szokvanyos kozonseges diffegyenlet megoldoval,
példaul valamelyik Runge-Kutta modszerre meg tudjuk oldani.



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Néha nem ennyire trivialis formulak jonnek ki, tekintsuk a
kovetkezo jobboldalt:

df (x,t) _ Y (x, 1)

it —— T bg() + ch(x,6) + df (x,)z(x, )



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

df(ct)  df o)
it 0 dx

+ bg(t) + ch(x,t) +d f(x,t)z(x,t)

A spektral kifejtes utan:
ay

- —az a; Dy, + bg(t) Z Djy + Cz h(x;, t) Dy + dz a; z i; 2(x, t) Pjic
j j Lo

i



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

A spektral kifejtes utan:

A

= —az a;Di, +bg(t) ) Pj + cz h(x;, t) Py + dz a z Dy z(x, t) Oy
j j i J

l

Ez volt az elozo eset:
minden idolepesben egy matrix-vektor szorzat



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

A spektral kifejtes utan:

A

= —az a;Dy, + bg(t) z ;. + cz h(x;, t) Py + dz a z Dy z(x, t) Oy
j j i J

i

Itt az egylitthato fliggveny idofiiggo, de a koordinatatol nem fligg,
ezert ez a bazis felosszegzese elore elvegezheto, és idolépésenkent
csak egy vektor-skalar szorzast kell ksizamolni



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

A spektral kifejtes utan:

A

= —az a;Dy, + bg(t) z ;. + cz h(x;, t) Py + dz a z Dy z(x, t) Oy
' j j i J

l

Itt az egylitthato fliggveny ido- és hely fliggd, ez ugyan olyan lesz,
mint az elso esetben: matrix-vektor szorzas



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

A spektral kifejtes utan:

A

= —az a; Dy + bg(t) z D + Cz h(x;, t) Py + d z a; z Oy z(x;, t) Djic
j j L

i

Itt viszont meg az ismeretlen fliggvennyel is be van szorozva az
altalanos egyiitthato! Itt minden lepésben egy modositott matrix-
matrix szorzas, es egy matrix-vektor szorzast kell elvégezniink!



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Nézzuk meg alaposabban ezt a tagot:

d f(x,Dz(x,t) & d ) a; ) @, z(x,t) @5

Mi lenne, ha spektral kifejtenénk z-t is?

FO6) = ) a(®dyx)

z(x,t) = 2 G ()P (x)



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Nézzuk meg alaposabban ezt a tagot:

df(x,02060) = d ) a(OGOD;(x)

Diszkretizalva {x;}-re, beszorozva ®;.'-el és kiszummazva j-re:

dz a;q; 2 Dy bl = dz: a;G;
; 7 i



Parcialis differencial egyenletek Wisnar

Tehat:

df(02066) = d ) ai()G®)

Ez jol fest, de a kifejteést:

206,6) = ) G(O®(x)

Ha z nem fligg t-tol, akkor numerikusan

nem mindig tudjuk kiszamolni elore!  meg tudjuk csinalni elére.



(uisner

GPU Lab

10. Osszehasonlitas a véges differencia sémakkal



Osszehasonlitas a véges diff sémakkal  |Wisner

GPU Lab

A veéges differencia semak lokalis polinom illesztéseket
csinalnak minden pontban

A spektralis kifejtés annyiad rendu véges diff semanak felel
meg, ahany pontban diszkretizalunk



Osszehasonlitas a véges diff sémakkal Wisnar

Egy veges diff egyitthato Egy spektralis egyltthato
matrix 1gy fest: matrix pedig igy:

cLl mérete
el)

es diff sten




Quisner

Osszehasonlitas a véges diff sémakkal isne

Egy veges diff diszkretizacio sokkal kevesebbet kovetel meg a
kifejtendo fuggvénytol, azonban kevésbe gyorsan is konvergal.

A spektralis modszerek tobb megszoritas mellett mukodnek
jobban, koltsegesebbek, de ha minden teljesiil, akkor nagyobb
pontossagot tesznek elerhetove.



Osszehasonlitas a véges diff sémakkal  |Wisner

GPU Lab

A veges differencia és a Spectral

bemutatott sp ektral One high-order polynomial for WHOLE domain
sl N —
atmenetet kozottuk a .
sp,ektralls e!'em : Finite Difference
modszerek jelentik: Multiple Overlapping Low-Order Polynomials

Finite Element/Spectral Element

Non-OQverlapping Polynomials,
One per Subdomain




(uisner

GPU Lab

11. Gyors transzformaciok



Gyors transzformaciok N vy

FFT: Fast Fourier Transform

Bazis:
Dp(x) = 7
Kollokacios pontok:
- 2ml
X|] = N

Fliggveny bézistranszforméltja:N

FO)=fi= ) ae W

k=0



Gyors transzformaciok (wisner

GPU Lab

FFT: Fast Fourier Transform

Az otlet az, hogy a szumma atzarojelezheto,
és kozos faktorok emelhetoek ki, pl. N=8 esetén:

217rk 217'ck_2 _2i7rk'3 217rk 21TL’k 217Tk 217Tk
a, =f,+fie 8 +f2e 8 “+f;e 8 “+f,e 8 +f5 8 +f6e 8 +f7e

-7

_Zink.2 _2177:k 217rk 6 _2i7tk_1 _2i7‘[k.2 _217Tk 217'ck 6
fo+fe” 8 “+fe” 8 F+fge” +e 8 L\fy+fe7 8 “H+fe” 8 “4fe”

2imk 2imk 2imk
4] +e 8 .2‘[f3+f7e 8 .4])

_ 217Tk 217'L'k
([fo + f,e 8

Mz} _2ink ka
[fz + fee ] ) + e

'4] +e 8 ([fl + fze”



Gyors transzformaciok (wisner

GPU Lab

FFT: Fast Fourier Transform

Az otlet az, hogy a szumma atzarojelezheto,
és kozos faktorok emelhetoek ki, pl. N=8 esetén:

217rk 217'ck_2 _2i7rk.3 217Tk 21TL’k 217Tk 217Tk
a, =f,+fie 8 +f2e 8 “+f;e 8 “+f,e 8 +f5 8 +f6e 8 +f7e

-7

_Zink.2 _2177:k 217rk 6 _2i7tk_1 _2i7‘[k.2 _217Tk 217'ck 6
=\fy+f,e” 8 “+fe 8 F+fe +e 8 L\fy+fe7 8 “H+fe” 8 “4fe”

([f0 + f4e_ZiTnk'4] [f2 + f6e_ZiT7Tk'4] ) be g ([f1 + fse” =5 4] [f3 + f,e . k'4])




Gyors transzformaciok (wisner

GPU Lab

FFT: Fast Fourier Transform

Az otlet az, hogy a szumma atzarojelezheto,
és kozos faktorok emelhetoek ki, pl. N=8 esetén:

217rk 217'ck_2 _2i7rk.3 _2i7rk.4 21TL'k 217Tk 217Tk
a, =f,+fie 8 +f2e 8 “+f;e 8 “+f,e 8 "+fce 8 +f6e 8 +f7e

-7

_Zink.2 _2177:k 217rk 6 _2i7tk_1 _2i7‘[k.2 _217Tk 217'ck 6
fo+fe” 8 “+fe” 8 F+fge” +e 8 L\fy+fe7 8 “H+fe” 8 “4fe”

_217'[k.4 _Ziﬂk.2 _M 217'L'k ka _ka.z
= \|f, +$,e 8 )+ e 8 -|f, + e 8 f; + 8 |z + 4




Gyors transzformaciok N vy

FFT: Fast Fourier Transform

A fenti zarojelek faktorai kiilonbozoen periodikusak (ahogy k fut 0-tol 7-ig):

Legbelil 2 a periodus, ezert k=0, 2, 4, 6-ra pontosan ugyanazt a szummat kell
kiszamolni, sot k=1, 3, 5, 7-re is, csak akkor egy minusz eldjellel.

A []-k kozott 4 a periodus, ezért k={0, 4}, {1, 5}, {2, 6}, {3, 7} csoportokra ugyan
az a szumma, de a szorzo faktorok: 1, -1, -i, i.

A ()-kozott 8 a periodus, tehat csak a -1 - szorzas marad meg.

Ezek kihasznalasaval lenyegesen csokkenthetd az elvegzendd szorzasok (és exp
szamolasok) szama.



Quisner

Gyors transzformaciok g1 Lol

FFT: Fast Fourier Transform

Osszességében tehat az FFT nem mas, mint a bazis transzformacios
szumma egzakt atrendezese.

Talan nem meglep6 modon ez csak periodikus fuggvenyekre hatékony.



Gyors transzformaciok (wisner

GPU Lab

Azonban mas bazisokra is leteznek gyors
transzformacios modszerek:

A Csebisev bazis csak egy koordinata transzformacioja a

koszinusz bazisnak (a Fourier paros részenek), ezért ez
FFT-vel gyorsithato



Gyors transzformaciok Quisner

GPU Lab

Azonban mas bazisokra is léteznek gyors
transzformacios modszerek:

Tovabba:

Gyors Hermite transzfromacio

Gyors Legendre transzformacio (FFT alapon)



https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC2630232/
https://arxiv.org/abs/1505.00354

(uisner

GPU Lab

Osszefoglalas



Osszefoglalas @hsnar

GPU Lab

A spektralis kifejtesek megfeleloen folytonos fliggvenyekre
sokkal jobb konvergenciat tudnak biztositanak, mint az
altalanos veges differencia alapu modszerek.

ldealis esetben a lebegopontos abrazolas hataraig el lehet jutni



Osszefoglalas N

Ahhoz, hogy a legtobbet hozzuk ki egy spektralis modszerbol
A problemanak megfelel6 bazist kell valasztanunk.

Es a bazishoz tartozo formuldkat, rutinokat kell hasznalni.



uisner
GPU Lab

Rejtett diszkontinuitas: ffn e~ dx = @ erf(m)

IIIllli_

100  « _ T
102 | L
104 & ~
10-6 |- xxx:"ijxx Fourier bazis
108 |
10-10 |-
1012 |,

10-14 ,
10'16 l I L] | | |+|+|+|T|++ +++|

1 10 100 1000

Osztopontok szama

| IIllI] | IIII‘ | IIIl‘

x
x
X
X
x
x
*
X
X
x
b4
x
x
x
x
x
X

Relativ hiba

+ Csebishev bazis

+ * o+ +T++
L1 | o4 ||




